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I

RAN número de circuitos empleados en la transmisión
de señales o de energía presentan valores constante s
en sus autoinducciones, inducciones mutuas, capaci -
dades, resistencias y aislamientos. Lo mismo ocurre
en los circuitos de medida. La forma de tales circui- ,

tos es reductible a dos tipos : el de mallas en número finito y e l
circuito continuo, pudiendo presentarse los dos tipos conjunta-
mente. El primero se resuelve por un sistema de ecuacione s
lineales ordinarias, y el segundo por un sistema en derivadas par-
ciales.

El fenómeno que se estudia puede presentar carácter periódico
o aperiódico y transitorio . Ser una vibración estacionaria o una
adaptación del sistema a un cambio exterior, provocada por la
introducción de fuerzas, el cambio brusco de constantes o la co-
nexión con nuevos circuitos .

Si en determinado lugar de la malla A actúa una fuerza elec-
tromotriz E, el efecto de intensidad en un circuito de la malla N
dependerá de la función E (t) (siendo t el tiempo a partir del
momento en que se inicia) y de los enlaces inductivos, conductivo s
y de contacto en y entre ambas mallas A y N . Si el circuito es del
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tipo continuo, si la fuerza E (t) se considera aplicada a un ex-
tremo x,, de la línea, la intensidad dependerá del tiempo t y de las
coordenadas del punto x en que se examine, aparte del moment o
inicial t0 y de las constantes del circuito, que, en general, viene n
definidas por unidad ,de longitud .

El tipo de ecuaciones del primer caso, obtenido, v . g., me-
diante las ecuaciones de Maxwell planteadas en las diversas
mallas, es reductible al siguiente, en que q es la cantidad de elec-
tricidad que ha atravesado una sección determinada, y s el nú-
mero de mallas :

	

( Lrx h'r+ Rrx 'r+ C qr + Er = 0 x = 1, 2,	 s
rx

r=1, s

A ecuaciones de este tipo se reduce la teoría de filtros, línea s
formadas por mallas iguales en II o en T, circuitos equivalentes
a determinadas líneas, etc ., pudiendo resultar simplificaciones, ver-
bigracia, por el hecho de ser diversas mallas iguales entre sí . La

intensidad 1 viene dada por 1

	

at
El circuito más sencillo del tipo continuo conduce, mediante

las ecuaciones de Kirchhoff, al sistem a

aE= L	 al -~- RI; —	 al= AE -+-- C a E
ax

	

at

	

ax

	

a t

En la práctica de la transmisión se utiliza corriente continu a
o alterna. La corriente continua, interrumpida, invertida, es em-
pleada en la transmisión telegráfica. En telefonía son corriente s
alternas de varias frecuencias superpuestas . En la transmisión de
energía son en general corrientes alternas de frecuencias más sim-
ples y lentas.

En la transmisión de señales, el fenómeno estacionario tiene
ciertamente importancia, pero el transitorio la tiene al meno s
igual .

La velocidad de transmisión depende esencialmente de la posi -
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bilidad de recepción, y ésta del fenómeno transitorio . En cam-
bio, en la transmisión de fuerza, el fenómeno transitorio, muy
importante por las perturbaciones que puede originar, no cons-
tituye parte integrante de la esencia misma de la transmi-
sión .

Los métodos de cálculo de que vamos a ocuparnos son he-
rramienta adecuada para el análisis del fenómeno transitorio .
Tienen importancia, pues ,sin adecuado instrumento de cálculo e s
difícil la discusión que permite proyectar y prever el fenómeno ,
es decir, su ingeniería.

Estos métodos vienen a sustituir la integración de las acua-
ciones lineales, v. g., en el caso de ecuaciones ordinarias, la de -

EC1)

. t

Fig . 1 .

terminación de las raíces de la ecuación característica y las cons-
tantes de integración definidas por las circunstancias iniciales de l
fenómeno, las cuales expresan, por ejemplo, que el sistema par a
t = 0, se halla en estado estacionario de vibración o, como caso es-
pecial, en estado estático (1 = 0 en todo punto o malla) .

Dada la forma lineal de las ecuaciones, basta suponer una sola
fuerza electromotriz de valor constante E = (1) (fig . 1), intercala -
da en un punto del sistema en el momento t = O.

En esta hipótesis se pregunta cómo se calcula el valor de I
en una malla cualquiera del sistema para cualquier valor de t .

Si podemos hallar la 1 que corresponde a E = (1), que empieza
a actuar en el instante t = 0, será fácil hallar la I que corres-
ponde a otra E = (1) que entra en el tiempo T > O, pues bastará
superponer curvas análogas, pero corridas según el eje de abscisa s
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de un segmento T. De este modo se puede obtener el efecto de una
señal telegráfica, tal como la indicada en la figura 2 .

Obtenido el efecto I = A (t) correspondiente a E = (1), si s e

A(tz)

quiere calcular el efecto de una E = f (t), bastará observar que
por iguales razones

I=A(t)--1-1LE.A(t—T) .

Si o E 0, caso de que E (t) sea continua,

I= A(t)+ t A(t— T) dE (*) .

La resolución del problema primero y fundamental, si se lle-
vara a cabo mediante los métodos ordinarios, exigiría hallar un a

(*) La integral tiene el tipo de las de Stieltjes .
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solución particular del sistema no homogéneo de ecuaciones di-
ferenciales y añadir la general del sistema homogéneo determi-
nando las constantes de modo que quedaran cumplidas las con-
diciones iniciales en todas las mallas y las iniciales y límites e n
el caso del problema continuo .

El sistema lineal homogéneo de ecuaciones ordinarias admit e
soluciones de forma ext , siendo X una cantidad real o imaginaria .
Esta propiedad esencial es la base del cálculo de las integrales ;
en el sistema de mallas, las son en número finito, y en el sis -
tema continuo son una infinidad de valores . Su determinación e n
el caso de las mallas depende de la resolución de una ecuació n
algebraica, y en el caso del circuito continuo de las condicione s
en los limites, como para las vibraciones de una cuerda o varilla .

Además, si la f . e. m. exterior E (t) es de la forma ext , las
soluciones particulares que presenta el sistema de mallas son d e
igual forma ext con la misma X. Si E (t) es periódica, es decir ,
imaginaria pura, las soluciones particulares corresponden a vibra-
ciones de igual período. La intensidad T, . en la malla r, provoca -
da por la f . e. m. virtual E (t) = ext en otra malla, que puede ser
la misma (r), se compondrá de dos términos :

I,- = eal
NZ1

+ yY (t)

siendo	 la "impedancia" total de I para E = ext en 1, y
v ,

siendo y, (t) la solución de la ecuación homogénea. Los valores
de Z, determinante del sistema, y N, .,, determinante menor de Z ,
son funciones de X. que se calculan fácilmente (*) . Si es imagi-
nario puro, = io) se tienen los valores ordinarios de estas can-
tidades, y la primera parte de Ir representa la solución periódica

forzada por una E periódica de igual período. La impedancia
-N,

es función de la frecuencia (o .
Recordando el valor de I para una E cualquiera, expresado e n

(*) Véanse algunos ejemplos en el Cap . VI de este escrito .
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función de la A (t) (llamada admitancia inicial, función caracte-
rística, función de influencia), se tendrá para E (t) = ext, obran-
do a partir de t = O ,

	

I=A(t)+

	

J o ?A(t—T)e),T dti

	

=A(t)+

	

a
J o

A(T)e )` t e_)T dT

=A(t)+ae atf t A(T)e—)' d T

Si se iguala este valor al anteriormente hallado, se tiene, es-

cribiendo Z(~ )
	 en vez de Z

eat
+ y r = A (t) -}- ae5't ft A(T)e _ TdT .

Z

	

J o

Hasta aquí el valor de A, es cualquiera . Disponiendo de él de ta l
modo que A. tenga parte real positiva, dividiendo por ext y ha-
ciendo tender después t a oo , la fórmula habrá de ser valedera
constantemente, y, por tanto,

1

	

_ °°

	

?,z(x)

	

o A(T)e_?.TdT .

Ecuación integral de Carson, del tipo Volterra y de primer a

especie, que define A (T) dado g (A.)

	

x z(), es decir, la corrien-

te que corresponde a una E (1) o fuerza electromotriz unidad sú-
bitamente aplicada en el instante t = 0 (') .

(*) Llámanse a operaciones de este tipo transformadas de Laplace, e s
decir, g (X) es la transformada de Laplace de A (t) . Se denomina tambié n
g (X) función determinante (X en general complejo), y A (t) (t real), fun -

Nr1
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Las constantes de la solución general tienen en la solución an-
terior, los valores determinados y precisos que corresponden a l
caso que se considera.

Si Z (X) es un polinomio de grado n en X, . A (t) y sus n — 1 pri-
meras derivadas son 0 para t = O . Es fácil verlo multiplicando la
ecuación diferencial en A (t) por e—Xt dt e integrando entre 0 e 1) .
Sucesivas integraciones por partes conducen inmeditamente a la in -
tegral de Carson, teniendo en cuenta dichas condiciones en los lím i

tes. Si las condiciones fueran arbitrarias, g (Á) = r e—Xt A (t) dt
o

es un polinomio en X. de grado n, cuyos coeficientes dependen de
dichos valores iniciales . El término libre de este polinomio es 1
y corresponde a la solución en que la f. e. m. es E (1) . El resto
representa la vibración libre del sistema (*) .

En el caso de circuitos continuos, donde la corriente se pro -
paga en ondas, aparecerá la coordenada x en vez del orden de
la malla, la función g(Á) se convertirá en g (x, Á) y a cada valor
de x corresponderá una solución en A, que será de la form a
A (t, x) la cual deberá satisfacer para un valor de x a determi-
nadas condiciones límites (existencia del aparato receptor, cone-
xión con la línea artificial, amplificadores, etc .) (* *) .

ción característica . Véase Pincherle, "Gli elementi della teoria delle funzion i
analitiche" . Bologna, 1922, págs . 313 y siguientes . Esta ecuación fué dad a
por Carson en 1917 . Véase Physical Review, X, pág. 217, y su libro "Electric
Theory " , N. York, 1926 .

El estudio de la dependencia operativa entre las funciones generatrice s
y determinantes en relación con los fenómenos físicos a que se aplica h a
sido objeto de varias memorias de Giorgi . V. especialmente "Sul calcolo
delle soluzioni funzionali : Atti della Assoziazione ele€trotecnica italiana" ,
1905, págs . 651-699. V. también su conferencia en Toronto, publicada en
los Proceedings del Congreso Matemático de 1928 .

(*) Véase V. der Poi, An Extension o f Heaviside operational calculus .
Phylosophical Magazine, núm. 47, pág . 1.153, 1929.

(**) La g (X) ya ne tendrá entonces forma racional en X como en el
caso de mallas finitas, y puede ser tal la naturaleza de esta función, qu e
obligue a un estudio detenido de la posibilidad de operar con ella como má s
abajo se indica . Pero en tales estudios, por su carácter teórico, no podemo s
entrar en esta conferencia, y nos limitaremos a señalar la memoria de Wie -
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La función A. (t) que figura en la integral de Carson y que es
solución de una ecuación lineal con coeficientes constantes, pued e
expresarse según diversas formas apropiadas para el cálculo .
Heaviside dedujo tres particularmente útiles. En lo que sigue
se deducen, partiendo de la expresión A (t) como integral defi-
nida (*) .

ner : "Operational Calculus " , publicada en el tomo 95 de los Mathematische
Annalen, año 1926 .

La resolvente que da el valor de A (t) fué formulada por Rieman en un
estudio sobre la distribución de números primos, y fué también deducida
por Mac Donald en 1902 en los Proceedings de la Sociedad Matemática
de Londres. Vol . 35, pág. 428 . Véanse también sobre estas fórmulas las do s
memorias siguientes : Mellin, "Mathematische Annalen", tomo 68, pág. 305,
y Tamarkine, "Transactions of the American Mathematical Society ", pá-
gina 417, tomo 28, 1926 .

(*) La expresión mediante integrales definidas de las soluciones de un a
clase muy extensa de ecuaciones lineales con coeficientes racionales es conoci-
da desde muy antiguo para las ecuaciones de Laplace, que comprenden com o
caso particular las de coeficientes constantes . El sistema indicado por Laplac e
es, en el fondo, idéntico al que se indica a continuación . La forma integral de
la ecuación resolvente se encuentra, como ya se ha dicho, en Riemann (1876) ,
pero su relación con el cálculo operativo de Heaviside es debida a Wagner y
Bromwich en 1916 simultáneamente . V . Archiv fur Electrotechnik, pág . 159,
y Proceeding of the London Math. Society, tomo XV, págs. 401-445. El tema
se halla íntimamente ligado al de la representación de funciones por la inte-
gral doble de Fouriér. V . Bush Operational Circuit Analysis, N . York, 1929 ;
nota de Norberto Wiener, pág. 366, y E. Terradas : Discurso inaugural sobre
"Integrales de Fourier Stieltjes " , Madrid, 1930, con la bibliografía que allí se
indica.

La transformada de Laplace interviene ventajosamente en el estudio
de ecuaciones no lineales en una forma más general . V. Horn, "Verallge-
meinerte Laplacesche Integrale als LSsungen linearer und nichtlineare r
Differentialgleichungen-Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereini-
gung", 1916, tomo 25, págs . 301 a 325.

Por lo demás, el uso de las integrales en el plano de la variable com -
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Sea g (A) una función holomorfa en el semiplano R (A) > a (* )
siendo a real y positiva. El teorema fundamental de Cauchy no s
permite escribir, integrando a lo largo de un contorno consti-
tuido por el semicírculo de centro a y de radio tan grande com o
se quiera, cuyo diámetro es paralelo al eje imaginario, y par a
todo punto A del interior del mismo, donde la función es holo-
morfa ,

Si se supone que cuando el radio R crece sin límite la integra l
a lo largo del semicírculo tiende a cero e") , se tendrá, habid a
cuenta del sentido de integración :

g( X)
= 2,r 2

a + iao
	 g(	 dl .

~a —'oot

	

~

Por otra parte, es fácil comprobar qu e

—T(X— ) dT, R(a) > R(1)

luego
fcI.+i

0g( a ) —

	

g(1)d

	

e

	

(— 1) dT .

27Ti

	

—too

	

0

pleja como soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias lineales y coe-
ficientes constantes remonta a Cauchy, y en los textos de cálculo, hasta e n
los elementales, se expone su método para el cálculo de soluciones particu-
lares de ecuaciones no homogéneas fundado precisamente en el empleo de l
concepto de integral en el plano de la variable compleja .

(*) R (X) significa parte real de X .
(**) Lo que ocurrirá, v. gr ., si para valores de R superiores a una cier-

ta cuantía, Mód. g (A)

	

M
siendo R > 0 (pues en la mencionada semi-

R

circunferencia
d

	

vale i d e, siendo d e el ángulo de d Z desde a) .~— a

1

	

1
g (a) =

2ni

	

g(l )

lo eo
e
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Supongamos que esta integral doble, de límites infinitos, cum-
ple las condiciones que se requieren para que tenga sentido per-
fectamente definido, cualquiera que sea el orden de integración, y
que este valor sea efectivamente un valor límite . Si g (e) cumple
tales condiciones, además de la holomorfía en el semicírculo y
la anulación de la integral en la semicircunferencia límite, s e
tendrá :

	 re -g( X) =

	

.1

	

TadT
fa+jci

eg( ) d
0

	

« 1 co

es decir que, dada la ecuación integral o función determinant e

g ( a ) = o e
—TX A(T)dT,

su resolvente, en las condiciones indicadas, es

foc+i oo
A (t)

	

21

	

etg (1) d1 (* )
«—ico

La ecuación integral de Carson y su resolvente permiten abor -

(*) El grupo de las dos fórmulas subrayadas es semejante al de las
transformadas de Fourier. Véase la Memoria de E . Terradas antes referida.
Dalzell, de la International Telegraph and Telephone C .°, ha propuesto en
los Proceedings o f the Physical Society, t . XLII, 1930, llamar directa (con-
vert) e inversa (revert) a la primera y segunda . De modo que "la direct a
de la inversa de una función dada es la misma función" . El menor valo r
de a que puede tomarse se llama abscisa de convergencia, por las razone s
que luego se dirán . Véanse también las deducciones de Korn en los "Sitzuns-
berichte" de la Sociedad Matemática de Berlín, tomo XXVI, págs . 31-84 ,
1927 ; págs. 46-54, 1929, y "Jahresbericht der Deutsche Mathematiker Ve-
reinigung", tomo XXXVI, págs . 353-388, 1927.

Ya en prensa esta conferencia, se ha publicado en la revista "Telegraphe n
ünd Fernsprechtechnik " un trabajo de Schulz : "Die Formel von Heaviside,
ihre strenge Herleitung, kritische Wertung und Verallgemeinerung", cuya
primera parte, única aparecida, se halla en las páginas 231-243 del cuadern o
de agosto 1930.
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dar todos los problemas de régimen transitorio, añadiendo lueg o
el cálculo de 1 por una cuadratura cuando la función E (t) no es
E (1) . Es de recordar que la demostración anterior para halla r
la resolvente sólo es válida cuando g (A.) es holomorfa en un se-
miplano .k > a, y además :

a) Cuando a es superior a las abscisas de los puntos singu-
lares de g (X) , en los cuales la función no es holomorfa . En cir-
cuitos estables o semiestables, es decir, tales que las vibracio-
nes propias son siempre amortiguadas o periódicas, las raíces d e

Z (a.) = 0 están o en el eje imaginario o a la izquierda del mismo .
Todas tienen su parte real nula o negativa, y Á Z (A,) cumple la s
condiciones que Hurwitz estableció como necesarias y suficiente s
para ello (*) .

b) Cuando la integral en la semicircunferencia tiende a cero
al crecer R sin límite, como ocurre, v. g., en el caso de ser

g (Á) 1 de la forma	 Mpara X

	

R o
1k ó

c) Las condiciones de inversión de integrales se conocen sól o
en forma suficiente. Así, por ejemplo, Hobson indica cuatro y
Vallée Poussin otras cuatro algo más restrictivas. Las condicio-
nes de Hobson, son : a) que la integral doble exista y tenga un
valor finito cuando los límites de integración son finitos ; /3) que
dado T finito (real)

T f+ "'

lim

	

dT

	

eT(I—a) g(1)dl = O ;
1

	

o

Y) que para 1 finito

lim y d

	

eT( —x) g(1)dT = 0

T — ~ao

	

o

	

T

(*) Véase, por ejemplo, . el Álgebra de Fricke, t. I, pág. 235 . Bruns-
wick, 1924 .
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y 8) que cumpliéndose a)

	

a+ice

	

C0

lim

	

d

	

eT( -5
`) g(E) d1

T — . J o
o, lo que es igual, que al tender los límites a infinito se ob-
tengan valores precisamente definidos (y no, v . g., de la forma

f cos xy dy) .
o

La condición a) está evidentemente satisfecha ; la 13) puede es-
cribirse

t

	

a+ ,' °°

	

e—"d,r

	

e" g(I) dl

y como quiera que en la integración e = a + iy, la integral se-
gunda será, al tender y a infinito, menor seguramente que :

lim

	

e "a e iTY dy<e" a lim

	

1 g (y )1 dy .
y— . y

g (y )

Si 1 g (y) 1 es integrable para valores de y que tiendan a infi-
nito, el límite anterior es evidentemente cero .

La condición y) es evidente que se cumple, y la 8) también s i
se cumple la /3) . Si para los extremos de la recta de integració n

M
1 g (y) <	

R °
	 siendo 8 > 1, es evidente que el módulo de g es

integrable . Si g (A,) = 1/X, Z = 1, la integral tiene también sentido ,
y la inversión es aceptable, pues la resolvente expresa la propie-
dad bien conocida y demostrable directamente (* )

E (1) _	
2ni

	

a— i cL ,

(*) Basta, en efecto, cerrar el contorno de integración por la semicir-
cunferencia cuyo semicírculo cubra la parte izquierda del eje imaginario.
En tal semicircunferencia et 1 es cero por ser negativo en su parte real,
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d) Es preciso comprobar que A (t) cumple efectivamente las
condiciones iniciales (*) .

Muchas veces convendrá considerar la integral referida a un
contorno distinto dentro del cual la función se mantenga holo-
morfa. Los contornos que así se elijan púeden ofrecer facilidade s
de cálculo o de desarrollo . Situados en el plano los puntos singu-
lares (polos o esenciales aislados) que presente g (X,), todo con -
torno que los deje fuera del área en que se define Á será valedero
para el cálculo de A (t) . Estos contornos han de poder obtenerse
por deformación topológica del semicírculo fundamental, sin in-
cluir en la deformación punto singular alguno . Así, por ejemplo ,
en la hipótesis que g (A.) es tal que su integral se anula en el
círculo de lo infinito, puede referirse la integral en el cálculo d e
A (t) a un círculo que abarque e incluya todos los puntos singu-
lares. Y si es conveniente puede referirse a círculos de meno r
radio, salvando los puntos singulares por cortaduras . La influen-
cia del punto singular se manifestará en el valor de la integral a s u
inmediato alrededor, si aquél es un polo, por su residuo (" ") .

y la integral anterior queda reducida al residuo alrededor del origen, dond e

e tl es 1. Se suponen valores positivos al tiempo. Para valores negativos,
una consideración análoga, basada sobre la parte a la derecha del eje ima-
ginario, conduce a demostrar que el valor de la integral es nulo.

(*) Estas condiciones no se refieren a la existencia de la función A (t )
definida por la integral de Carson, aunque son suficientes para definirl a
cuando existe. Véase sobre condiciones de suficiencia para la existencia de
las transformadas de Fourier en funciones sumables y en que el cuadrad o
del módulo es integrable entre — oo y + oo , el trabajo fundamental de Plan-
cherel en los "Rendiconti de Palermo", pág . 289, 1910 . Otros trabajos se se-
ñalan en la Memoria de E . Terradas ya referida.

(* *) Se obtiene así fácilmente la resolvente de Bromwich señalad a
por Jeffreys, "Operational Methods in Mathematical Physics " , pág. 19, Cam-
bridge, 1927 .
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Del desarrollo A (t) en serie de potencias.

Si g (Á) = ?`	 Z CA.)
es meromorfa, es decir, que en su desarrollo

en serie intervengan en número finito potencias negativas de (*) ,

(*) En los problemas que conducen a ecuaciones diferenciales ordinarias ,
la función Z (X) se obtiene sustituyendo en las ecuaciones diferenciales lineale s
que plantean el problema cuando no hay más que la f . e . m. E (1), X en ve z

z
de dt-, y X2 por

(df)
etc., y resolviendo las ecuaciones en Ir lo que condu-

cirá a una expresión de la forma

=	
E(1 )
Z, O.)

(V. ejemplos en el art . VI de este escrito. )
Z (X) = 0 es la ecuación característica en X tal como se considera en e l

estudio de ecuaciones lineales ordinarias con coeficientes constantes .
Las dos ecuaciones fundamentales siguiente s

E(1) =
1

	

e
t	 d). ;

	

A (t) = 1	 	 d), ,
27:i f

	

).

	

27st

	

)Z(X)

se pueden interpretar expresando que la intensidad correspondiente a l a
f . e. m. E (1) se obtiene dividiendo las f . e . m. elementales componentes por
las impedancias respectivas, llamando f. e . m. elemental componente a

e ta
d), .

a

La raya que figura junto a la integral significa que debe tomarse a l o
largo del eje imaginario, salvando el origen por una semicircunferencia, cuyo
centro es el origen, y de radio indefinidamente pequeño . El valor de la inte-
gral es el límite del valor de integración al tender a cero el radio de l a
circunferencia.
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A (t) es desarrollable en serie de potencias de t, por lo menos

para valores pequeños de t . El coei f iciente de Á.—n en

	

	 1	 es igual
Z (k )

al de t en el desarrollo de A (t) (*) .
n!

a+oi go
Designando en lo sucesivo

	

por f se tendrá en efecto :
a-+-0ia o

1

	

e ta
Si g(X) _= a. —1 , A(t) =	 	 	 da = E(l) (**) .

2 :ri

	

1 a

El menor valor de a o abscisa de convergencia, vale en este caso O .
ta

Si

	

1
g(X) _ X—n,

A (t)

	

2712 f x.e
	 dX

	

(t> 0) .
1

Desarrollando erx en serie de potencias, el residuo relativo al
T n—

i

polo X = O, es 2 7i

	

	 , luego (* * *) .
(u—1) .

u
A (

t 1

(u_1) !

A toda g constituida por una suma de términos en potencias
negativas de X, corresponde, pues, en A (t), otra suma de poten-
cias de t (****) .

(*) Es la primera "Regla" de Heaviside para admitancias meromorfas
desarrolladas en serie según potencias negativas de X. Sobre la convergencia

de la serie en t supuesta la convergencia de la serie en

	

	 1, V. Volterra,
X

Legons sur les equations integrales, pág. 153, París, 1913 .
e") Véanse las notas al pie de la pág. 288 y la (*) de la pág. 289 .
(* * *) Véanse las mismas notas .
(****) El tránsito de la serie de coeficientes en g (X) a la serie en A (t )

es el de una serie a su asociada de Borel, según el método de sumación ex-
ponencial de este matemático. La serie de g (X) puede no ser convergente ,
pero la función g (X) dada por la integral (de Laplace) es convergente e n
una cierta área y en ella representa la suma B (de Borel) de la serie di-
vergente. (V. Borel, Lecons sur les series divergentes, pág . 122, París, 1928. )
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Si g (Á) = X° = 1, se tiene, por ser g (a.) holomorfa en todo el
plano,

A(t)=0 .

Si

ta

	

O, –a )
g (a) =

	

== 1+	
a , A ( t) _ a e

	

e 'T

	

d X= a e t a
—a

	

—a

	

a-- a

La abscisa de convergencia es a .

Las dos funciones determinantes 	 y _	 1	 tienen las ge-
X—a t.— a

neratrices a eta y eta.

Sig(Á)=	 1	 siendo n entero, para evaluar el residuo
(t. — a)n

basta desarrollar etx .

	 1

	

etXda

	

tn– 1

	

A t _	 	 = e ta	
2ri 1 (? —a)n

	

(1z — 1 )

Si g (X) =	 f (~`)	 siendo F (X) y f (A,) polinomios, el primero
).F (k )

de grado superior al segundo, cabe distinguir dos casos, segú n
sean las reíces de F ( .) = 0 raíces simples o múltiples. La parte
real de la abscisa de convergencia a se supondrá ser siempre mayor
que la de cualquiera de las raíces de ). F (Á) = 0 . Si todas las
raíces son distintas, y son a, b,	 1, se tendrá :

	 .f(a)=— Ao

	

A + B

	

L+ +
aF(a)

	

a—a a—b

	

X— 1

siendo

f (0)	 1	 f(a)	 1	 f(b)	 1 f(1 )
A o =

	

, A

	

'(a) , B
	 b F'	

(b)	
L

F(0)

	

a
F '(a)

	

F'(l)
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y, por lo tanto, en virtud de lo que se lleva dicho (*) ,

A (t)

	

( E (1) +
	 1	 (a )

f e
t" +	 +

f(0)
F(0))

	

a

	

(a)

1f (l)e t i
l F'(l)

Si las raíces de F (X) = 0 son múltiples, la descomposición d e
la función determinante es como sigue : Sea a una raíz múltipl e
de orden n

	 f(a )	 Al	 +	 A9 	 B+	 +- A '1 +	 _	 	 +	

	

?,F (X)

	

(X—a)' 2

	

(?.—a)' -1

	

— a ? — b

Se tiene :

1
P n (a)

	

f(a )A l 	

n

A2
En (a)

+A1	 Fn+i ( a ) f'(a )

	

n

	

(n+1)!

	

1 !

Fzz(a)

	

F" +1 (a)

	

A
Fn+ ''-1(a)

	

/ r-1(a)
A'

	

! +A ~ -1

	

-{- 1) ! +	 7
u

	

(u

	

1 (n+r_1)!

	

(,r_1) !

o, lo que es igual, escribiendo

9 ( X ) = X — a) n f (' )

	

Al

	

cp (a), A 2

	

cp' (a), A 3 = (P" (a) ,

	

9 1— 1
Ar

	

(a )

	

2!

	

(r—1) !

( 4') Esta es la segunda regla de Heaviside o desarrollo en funcione s
simples para el caso de admitancias meromorfas cuyas impedancias no s e
anulen con X ni tengan raíces múltiples .
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Por lo tanto, la función generatriz será

A(t) = cp(a)e ta 	
t n
	 1	 + pp ' (a)e ta	

tn—2 +	
+

(n — 1)!

	

(n — 2)

I

.

t+cpr(a)eta

	

n—r—
1	 +	 +Be tb + . . . .

J

	

r! (n — r— 1) !

Cuando la función determinante presenta puntos de ramifica-

ción e), v. g., g (Á) = 	 ív f (X) , siendo f (Á) meromorfa u holo-
1

morfa y v positivo y menor que la unidad, el desarrollo en seri e
de A (t) ofrece interés si procede según las potencias ne-
gativas del tiempo, es decir, si se puede obtener un desarrollo
asintótico valedero para valores del tiempo que excedan ciert o
límite y limitando el desarrollo a un número finito de términos
con un error que tiende a cero al crecer t.

Se obtienen tales desarrollos asintóticos e") cambiando de va -

(*) V. la nota (**) de la pág. 283 .
(**) Serie asintótica o desarrollo asintótico de una función f (t) es, po r

definición y en general, aquella serie de potencias negativas de t tal que desig-
nando por S k la suma de los k primeros términos, lím t k [f (t) — Sk 1=0

tco

para un valor dado de k . Esta definición permite el cálculo de los coefi-
cientes de la serie desarrollada según las potencias negativas de t, por re-
currencia

	

¡

	

1
límf (t) = ao, lím t [ f(t) — ao] = a i , lím t 2 f(t) —ao—

	

= a 2 , etc .
0o

	

t — .o

	

t m l
La serie asistótica que representa la función en el punto al infinito, no bast a
para caracterizarle como basta la serie de Taylor en un punto ordinario .
La serie asintótica puede ser convergente (para un valor de t superior a
cierto límite) o divergente. En este caso los términos disminuyen hasta
llegar a uno que en valor absoluto es mínimo, luego aumentan sin límite
(para el valor dado de t) . Generalmente se evalúa el error f (t) -- Sk al dete-
ner la serie en el término k, en función de este término .

V. para el desarrollo asintótico de funciones y el uso de la transformad a
de Laplace : Haar, "Ueber asymptotische . Entwicklungen von Funktionen" .
Math. Ann., tomo XCVI, págs . 69 a 107, 1926 .
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riable y tomando como nueva variable la parte negativa del ej e
de cantidades reales. La adaptación del contorno antiguo al nuev o
exige tener cuenta de los puntos singulares que se hallen durant e
la deformación de contornos . Supongamos :

a) Que no haya más punto singular esencial que el origen ,
que será punto de ramificación .

b) Que la integral curvilínea a lo largo del semicírculo tiend a

i
1
¡A

IB

Fig . 3.

a cero al crecer el radio sin límite, y, finalmente, que los demá s
puntos singulares a la izquierda de la abscisa de convergenci a
son polos. En estas condiciones, la integral a lo largo de la recta

de abscisas a o integral f, se convertirá en la suma de residuos
de los polos Z r más el límite de la integral de Laplace según
A O + O B cuando A —.co , B— co (fig. 3.a ) más el valor de la inte-
gral de Laplace alrededor del origen cuando la circunferencia qu e
lo envuelve tiende a cero . Los valores a lo largo de AO y de OB
serán distintos, porque siendo O punto de ramificación, la fun-
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ción subintegral no es uniforme y el valor del argumento del ele -
mento de longitud es + - y - 7r en dos puntos tales como los
AyB.Sif(;)=1,

B
2niA(t)

	

e tx	 	 e ta 		 1 dti	 	 d) —

	

e ta	 1 dk +
—o

	

).vk v

•

4

	

1

—o

	

X v

cuando A y B se alejan a la izquierda indefinidamente .
La última integral tiende a cero con Á . En las dos integrales

sobre el eje real, siµ es el módulo de A. : 1 X = µ, se tiene para
la primera A. = µ ei7 y para la segunda \ = µ e— '7T como resulta

inmediatamente al considerar la deformación del contorno en fi
al convertirse en el doble contorno según el eje real negativo po r
traslación y abatimiento de cada mitad alrededor de 0, pero gi-
rando en opuestos sentidos .

Con lo cual ,

2niA (t) _ —

	

e
—tI.L 1 e_znv dNL +

	

e_ t (~ 	 1 e—z7svdu
=

o

	

(~ v

	

o

	

p. v

= 2i

	

1 e—tIj'sen nvdu ,

o sea

A(t)

	

sen nv

	

'e
—tI.L 11 _ v d

n

	

o

La adición de los residuos correspondientes a f (X) en el caso
general y la introducción de f (— dentro de la integral, no
ofrece dificultad.

La integral anterior es susceptible de otra forma con el cam-
bio de variable t µ = x ; se tiene, en efecto (v < 1) ,

+

	

et)q.] —(f)

	

ido
o

1

	

I'°°ex
vdx=

sen nv . 1	 v
o

	

t
	 T(1—v) ._v

	

n

	

—A (t) = sen r.v

t l
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Recordando ahora que

F(v)F(1-v) -

queda definitivamente :

A(t)

	

1 ,

	

t

	

r v
Por ejemplo, para v = 1/2 ,

	

A(t)_=	 t	 1
1!t V

La anulación de la integral (• f) alrededor del origen es cierta

también, aun cuando v no sea positivo ; lo es a mayor abunda-
miento si v es negativo ; entonces no hay en el origen singulari-
dad ninguna. En la hipótesis de validez de la fórmula f i y de
anulación en la parte de la integral a la izquierda del eje ima-
ginario cuando la distancia tiende a infinito, el valor calculado
de A (t) conduce sucesivamente al siguiente cuadro de correspon-
dencias :

v 2 1
g (k ) A ( t) =

1 1t'/2 2~-TV

1 1
v — 1 , . g (A) = ,

	

A (t) _
.

= 0 (* )
t 2 F (— 1 )

3 1 1

	

3 1
v —	 g (?) = U)X,

	

A (t )
2 1 5 12 2

	

2 -I/7

. Por lo tanto, si la función determinante es de la forma-

g(X)

	

l/?`
+a1-~- a 2 Va.+a 3 +a,X l

' +	 _¡a nA
n

(*) Es sabido que r (x) = co para x=0 o igual a un número entero
y negativo .

sen T v

1>v>0 .

1
1 ;.t
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la generatriz es (* )

A(t)

	

~ t
	 [a,

	

2t +
1 .3

	

— . . . .(—1)n .1 .3 . . . .(2n—1)
t nU

	

(2t) 2

	

(2 )

Esta regla se enuncia también diciendo : si la admitancia
Z—1 (X) es desarrollable en la form a

a 0 -+- a l ?, -a- . . . + a , n T ( b 0 + b i ti -i-- b 2 1..2 + . . . + bn), n ) U),

la función característica o índice de admitancia viene dada po r

n
A (t) = ao E (1) + (b0 + bi	 d + b2	 d2

	 -+- . . . -+- bn	
d

	

1
dt

	

dt 2

	

d tn U n t

Esta regla es fácil de generalizar al

	

caso en que ( v t	 2	 n .
Cuando la admitancia venga desarrollada en serie de número in -
finito de términos, el valor de A no es convergente, a menos que
t sea mayor que un valor dado. La serie tiene el carácter de seri e
asintótica .

Para terminar, repetiremos que si para la admitancia vale e l
desarrollo anterior alrededor de a, = 0, pero viene afectada de
polos X1, X2, etc., en diversos lugares, el desarrollo anterior ne-
cesita que se agreguen los residuos correspondientes de la inte-
gral de Laplace .

(f) e tI g(A)d?, ,

en cada uno de ellos (" ") .

(*) Esta es la tercera regla de Heaviside o del desarrollo asintótico .
(**) Así, por ejemplo, la aplicación de la regla de Heaviside al cas o

' /2

a 2 -{-- (0 2

debe tener en cuenta los residuos correspondientes a los polos X = -!- i w,

1
Z(),. )
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En general, al detener el desarrollo, se puede evaluar el resto
o un límite de error en el cálculo de A (t) . El valor de g (Á) será
igual a un cierto número r de términos de la forma indicada má s
un resto p (X) . El error al detenernos en el término correspon-
diente r de A (t) será evaluable por

i

	

o [p((mi')—p(N~e 7r )]4 ;
2 z

con esta fórmula se puede deducir en qué término hay que de-
tener el desarrollo de la admitancia para que el error en A se a
menor que un valor dado y para un valor de t conocido, o bie n
qué error se comete al detener el desarrollo en el término r, eva-
luado, v . g., en relación con este término. La integral que da el
error podrá evaluarse directamente en algunos casos ; en otros
cabrá buscar un límite, para cuya evaluación puede recurrirse a
la integración gráfica o numérica (*) .

debiendo añadirse, por lo tanto, al desarrollo asintótico, los siguientes tér-
minos :

Del mismo modo en el desarrollo en serie asintótica correspondiente a

Z–1 (a)=

	

	 	 0<v< 1
a — a o

ao t
hay que añadir el término 	 C	

. La fórmula sólo es válida si a > B (X 0 ) .
), v

(*) Véase, para el estudio de los desarrollos asintóticos, March : "The
Heaviside operational Calculus " , Bulletin o f the American Mathematica l

Society, vol . XXXIII, págs . 311-318, 1927, y, especialmente, Stachó, "Ope-
rationskalkül von Heaviside und Laplacesche Transformation " , Acta de Sze-
ged, t . III, págs . 107-120, donde se opera con las funciones determinante s
y las ecuaciones que les rigen como correspondientes de las características.
Hallada la determinante por la resolución de las ecuaciones a que satisfac e
el paso a la característica que resuelve el problema, se obtiene, en vez d e

e io)t — e — io)t 2 seno, '
i o)

	

w

299



A g ®C fl A C II Ó1d Pá lP& J ®1L

	

I~ j l1~T 11°1~ ]~11~ ®
y TIC 11C®á

	

7f P LICOP Y HC.,&CI< ÓP n

IV

Fl cálculo de la cuadratura que da A (t) es siempre posible
por métodos más o menos aproximados y para cada valor de l
tiempo ; las reglas de Heaviside conducen también a una posibi-
lidad de cálculo numérico y aun de discusión de resultados, segú n
sean los elementos dados. Por otra parte, se dispone de multitud
de funciones características cuyas determinantes son conocidas .
Campbell dió a conocer tablas Je las mismas en una de las re -
uniones de la Comisión Internacional de Telegrafía de 1927 . En
el libro, ya citado, de Bush, pág . 384, hay 71 fórmulas en tablas .
(Véase también el "Bell System Technical Journal" de 1928, cua-
derno 7, pág. 639.) Por lo tanto, todo estudio y toda regla que
permita deducir de funciones características o determinante s
otras funciones cuyas determinantes o características se calculen
con las dadas, tendrá marcado interés. El caso más elemental e s
el de una g suma de otras ; la A de la suma es la suma de las
funciones características de los sumandos .

Dadas

g1 CX) __ foA1 (T )

	

g2 ( Á. ) = f A 2 (t) e –aTdt ,

a la función determinante producto g (X) = g, (Á) g 2 (X) corres-
ponde la función característica (*)

A (t ) — f Al (t) A2 (t—T) dt .

hacerlo por la resolvente de Riemann, por una iteración de funciones d e
composición de Volterra (véase más adelante), con lo cual los resultado s
tienen mayor generalidad que los deducidos por la resolvente de Riemann .
En los desarrollos asintóticos es donde tiene más importancia la aclaració n
de las condiciones a que deben satisfacer las funciones con que se oper a
para que los resultados sean admisibles .

(*) Es el llamado teorema de Borel . V. "Lecons sur les series diver -
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Este teorema resulta de formar el producto

g l (?`) g2 (l)

	

f/lA1 (T 1)e-5.ti1dT f A 2 (T 2) e %T2dT 2

cambiar de variable con T1 + TZ = T, T2 = T 2 y pasar del elemento
dr, d- 2 al nuevo elemento de área (fig. 4. a ) .

Considerando la recta T = constante, la integral de área pued e

Fig . 4.

referirse a la variación de T2 dentro del área del triángulo, co n
lo cual T2 varía entre cero y z, y se tiene

gl (k) g 2 (X)

	

f ó e-5'T
dT f ó A l (T — T2) A 2 ( T2) d t 2

y en límite
x

	

r
gl ?`~ g2

	

f: e-a T dT fO A l (T — T2 ) A 2 (T 2 ) dT 2

gentes", pág. 104, 1901 . La integral del segundo miembro es el producto d e
composición de las dos funciones A, y A, (Volterra) . V . Levy : "Le calcul
symbolique de Heaviside" , 1926, París . V. Doetsche, "Die Integralgleichun-
gen von Faltungstypus", Math Ann., t . LXXXIX, págs . 192-207, 1923 . La
dificultad en los métodos de resolución por transformaciones de Laplac e
está en demostrar que la ecuación a que debe satisfacer la función deter-
minante tiene por solución una función efectivamente determinante, cuy a
característica pueda calcularse, sea por la resolvente de Riemann, sea po r
otras fórmulas de iteración de integrales de composición como en el trabaj o
de Stachó antes referido, sea por otros medios.
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lo que demuestra el teorema, pues basta hacer T = t, T Z = T para
expresar el resultado con las notaciones del enunciado (*) .

Consecuencias de este teorema son las siguientes :

a) Sean g (A) y	 1los factores, de modo que
ti

g ( X ) =

	

A (t) e t?`dt,

por lo tanto, a g(k ) corresponderá :

A(t)= J
o

E(1)A(t— T)dz foA(t—T)d z

Recíprocamente, de ser A (t) = a A (t)se d e d u c e qu e
a t

multiplicar por la determinante "equivale" a derivar 1 la e-g
dividir

	

integrar
neratriz (* *) . La regla supone que A (0 es cero, pues por una

(*) Ejemplos : si

1

	

1

	

1

	

1
á1 = — , g2=

	

g
za

a

	

l'

	

).
se tien e

(**) Por lo tanto, si A es la generatriz de	 g ~~~

	

dn Aserá la gene-

	

an

	

d tn
ratriz de g (X) (n entero) . Cuando n no es entero, sino fraccionario, se "de-
nomina" a la generatriz correspondiente derivada fraccionaria de A .

Para el cálculo del error en series asintóticas es útil alguna vez partir

del desarrollo de la función generatriz para la determinante 	 g(T y deriva r

luego n veces respecto al tiempo . V. Carson, "Asymptotic solution of an ope-
rational equation" . Enero, 1930 (Bell System Telephone Journal) .

nt

E(1)é–tX dt
0

1

A =
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integración por partes, se deduce :

kg (k )

	

A ( 0 ) + fo A' (t) e —xtd t.

1

	

1b)

	

Sea g
_

l

	

, g
(k)

r g2

	

1`^2 (?` )
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Se pide la A (t) de g.
Observando que g = g l g2, se deduce inmediatament e

1
~` = 1 (X) z2 ( k )

A l (z) A (t — t) tli .A (t)
t

J 0

c) gl

	

1

	

, g _ 1

	

1	 . Se pide A (t) conocido A l (t) .

Se observará que g

	

1 +	 1

	

1	
por lo tanto :

l+z(X+l)

A (t) = Ale—tt + l fot A l (t) e—tT dT

d) Dado g1 =

	

1

	

averiguar la A (t) que corresponde a
(k )

1
g

	

kz (vez?. )

Se observa que, sin necesidad de recurrir al teorema de Bo-
rel, de

A (z) e— 5'"'' dT

se deduce

1 T

~ta?~~ (~,zi~)

	

o
fAi(T)eh1Tdi

	

o
fA 1 ( 	

tt i
	 )e–)'-' dT ,

luego

A — A 1
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e) Dado g 1 =

	

1
, averiguar la A (t) de g	 1	 e –"t x

>,.Z (?.)

	

).Z ( -A.)

<m real y positivo) .
Partiendo de ser

1,

	

an

e _xTdT

e — znxresulta que la generatriz A2 (t) de la determinante	 i,
es nula para t < m e igual a E (1) para t > m. Por lo tanto, apli-
cando lo que se acaba de demostrar

A(t)

	

A l (t — t)A 3 (T)dT
at

	

o

a

	

t
A l (t—T)dT=A 1 (t—nz )— A 1(o)

at

	

nt
= A~ (t — m)

De estas consideraciones se deduce la expresión de la intensi-
dad 1 debida a una f. e. m. cualquiera E (t) que se intercale en
t = 0, siendo nulo el estado de carga anterior a t = O. En efecto .
se tiene, según se ha visto en la primera parte ,

IA(t)E(0) +J L A (t—T)dE=	 c A(T)E(t—T)dT .

	

o

	

Jo
Ahora bien,

1 _

	

A (T) e _).T dT
?.Z (k)

	

Jo

y si dado E (t) definimos la función determinante

F (~)= (E(T)eTd ,
o
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se tendrá, para la función generatriz correspondiente a 	
Z (l )))

el propio valor de 1 . Por lo tanto :

?.Z (?,)

	

J o

ecuación fundamental que expresa 1 como generatriz de una de -
terminante conocida. La resolvente de esta ecuación es la solu-
ción de todos los problemas de carácter transitorio que sucede n
a un estado estático o se reducen a él .

Para terminar este capítulo, supondremos que se conocen

	

g O,)
=
	 1	 1

	

F (k)
?1.Z (A)

	

) 1 + X K(. )

y las funciones generatrices AF y AK de F y de K. Se pide la

generatriz A de g en función de las de AF y A K. Se tendrá, por

ser F (?) = 1	 +X	 K(?' )Z(?)

	 1	 FO.)

	

Ao K (? )

RZ(k)

	

Z(i~ )

y pasando a las generatrices,

A (t)

	

AF(t) — 1~o	

a ¡

A (t) A K (t — t) dt .

Esta ecuación da A (t) y es una ecuación integral de Volte-
rra de segunda especie, cuyo cálculo puede llevarse por cuadratu-
ras, por aproximaciones sucesivas, por series de Taylor, de Neu-
mann, etc . Funciones de estos tipos se presentan, v . g., en el
cálculo de constantes compuestas de mallas cuadripolos cuando s e
disponen en serie, en paralelo, etc .
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V

Vamos a dar un breve resumen de ciertas propiedades de las
funciones determinantes o transformadas de Laplace (*) .

Desarrollando la exponencial de la expresió n

gt) J :e_tA (t )d t

se reconoce que es una función entera de orden cero o uno . Si
en vez de A. se escribe A. + Á o , se obtiene, mediante una integració n
por partes, el valor de g (A + A () ) en función de g (A), de tal modo
que si A, tiene la parte real positiva, de la convergencia de g (A )

se deduce la de g (A + A 0 ) . Esta propiedad conduce a la noción de
abscisa de convergencia a o valor de la parte real de A, que tiene
la propiedad de que para toda A de parte real mayor que a, g (A )
es convergente, y para todo A. de parte real menor que a, es g (A )

divergente . El plano de A. viene separado así en dos partes a un o
y otro lado de la paralela al eje imaginario . La parte del plano á
la derecha de a se denomina semiplano de convergencia . Si se re-
fiere la convergencia al módulo, ,se tiene la abscisa de convergen-
cia absoluta, en general mayor que a .

La integral g (A, t) converge uniformemente a g (A) en toda
área contenida en el semiplano de convergencia (al variar t cc) .

La función g (A) es función analítica dentro del área anterior ,
sus derivadas son de la forma

g" (k)

	

(— 1)"f e'

	

t5,t" i (t) dt .
Si n es fraccionario "se conviene" en denominar a la expresió n

que resulta, derivada fraccionaria, si bien nada tiene que ver l a
definición con el concepto de derivada .

(*) V. Laplace, Theorie analytique des probabilités . París, 1820. Véas e
también Pincherle, Anuales scientifiques de l'Ecole Normal superieure ,
tomo XXII, 1905 . Este capítulo V tiene sólo carácter de introducción o in -
forme y puede el lector no versado en conocimientos de matemáticas pres-
cindir de él en la lectura de las conferencias .
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A la función generatriz (1 — e—t) k corresponde como determi-
nante la facultad

k
(i`

	

1)(%+2)	 (>`+k) .

Mediante sucesivas integraciones por partes, escribiendo en e l
integrando e t e—t ( X + 1 ) en vez de e—tX , es posible obtener g (,, )
desarrollado en serie de facultades, serie que, o es convergente, o
es asintótica al tender X. cc, según el eje real positivo . Toda fun-
ción definida por una serie de facultades es susceptible de se r
expresada como integral de Laplace dentro de un área en el semi-
plano de convergencia, y, recíprocamente, las condiciones para qu e
una función sea desarrollable en serie de facultades pueden refe-
rirse a la generatriz, de la que la función dada es determi -
nante ( w ) .

Al desarrollo de la función generatriz, según potencias de t ,
corresponde un desarrollo convergente o asintótico de g (Á) , cuya
suma (B) viene .dada por la integral de Laplace . Esta representa,
pues, también la suma de las series de facultades, cuando la seri e
es divergente .

Una función cualquiera no es, en general, determinante ; así ,
por ejemplo, toda función que se anula en infinitos puntos cuyas
coordenadas están en progresión aritmética, no puede represen-
tarse como función determinante ( 4") . De ahí se deduce el teo-
rema de unicidad de la generatriz .

Landau demostró el siguiente teorema : Sea S = f
o

A (t) d t, y

ao = lím máx 1log nep S
t

el valor de la abscisa de convergencia es menor o igual que a 0
y si a > 0 se tiene a = ao.

(*) Nórlund : "Lecons sur les series d' interpolation " , París, 1926 .
(**) Lerch, 1903. V. Acta Mathematica . V. también el libro ya citado d e

Borel sobre series divergentes, pág . 236 .
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La ventaja que los métodos de Heaviside proporcionan es-
triba en el ahorro de cálculo de constantes. Las operaciones se
facilitan, en efecto, especialmente cuando el problema es d e
cálculo complicado.

Para hacer ver cómo se emplean las reglas enunciadas, s e
considerarán algunos casos :

1) Cierre de un circuito con L, C, R y la f. e. m. E (1) .—La
ecuación del problema e s

2
L d q + R dq+	 1q -- E (1) .

dt2

	

d t

	

C

Se algebriza sustituyendo el símbolo

	

t
por Á y el f d t

por	 1 ; por lo tanto :
k

Z(k)=Lk2+-R)+	 1

	

1

	

1

	

1

C ' Z(k)

	

L k 2 1+	 T+	 o) 2

k

	

k2

	

Desarrollando z
(k )

	

	 en potencias negativas de A. según la

fórmula del binomio, se tiene

1

	

1

	

1 _ cl

	

c 2

	

C 3
Z o .)

	

Lx2

	

k

	

k2 + k 3
	 +	 )

siendo

(0

	

1

T L

	

CL

—C1 -	
T

, C2- _ (o 2 C3 = 2
T

(0 2 1
T3 ' etc .1

T2 '
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Pasando a la serie asociada

q

	

1 t2 1—Cl
t -c2 t} +

L 2!

	

3

	

3 . 4

que es el desarrollo en serie de potencias de t, valedero para pe-
queños valores de t.

Véase cómo la solución, escrita en media página, ahorra mul-
titud de cálculos, a ,saber, la formación de la ecuación caracte-
rística en Á, hallar las raíces, formar la solución genera l

q = C + C1ea 1 t+ C2ea2 t

y determinar Cl y C2 por las condiciones de ser q y dq iguales a

cero para t = 0.
2) El mismo problema tratado por la segunda regla :

	

R

	

R2

	

1
f = 1, F(0) =	

C

	 , F' (X1 ) = 2LX 1 -+ R,
al = 4L + 4L

	

LC '

Por lo tanto,

1

	

1

	

e ra l

	

1

	

1

	

t?.2
q = C + X 1 2L~ 1 + R

	

+ X 2 2LX2 -+ R
e

2

calculando p por p =
V(2T )•

	

t

e–2 T

q
C

	

2pL	 1
(2 ;—
	 	 1

2T +

3) Cable con aislamiento perfecto :

L	 I+RI=—	 a E
at

	

ax

C	
áE

	

al

at

	

ax

1

o sea,
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Reemplazando	 t por Á, y eliminando E, queda una ecuación

diferencial en 1 .
1	 a2l(L)‘. +R)1=	 	 -, I–C 1 e

),' x +C2 e
– 1 ' x ,

/.0 ax 2
>.~ = v(L),+R)X C

Sea el cable de longitud indefinida y consideremos sólo la co-
rriente en el extremo dónde se supone aplicada la f . e. m. E (1) ,

C,_=O,x=O,lo=C2.
Conocido el valor de 1, el de E resulta de ser C Á. E = X 1 C 2 e—xix

y, por tanto, en el origen C A. E (1) = X 1 C2f C 2 =	 CA Por con-

siguiente,

lo —

	

CX
E (1),
	 1	 V aV L>` +R

	

Z(>`)

	

11 Li` + R

Si	 1

	

1
C	 1	 se desarrolla por el binomi o

Z(X)

	

L + 1 R1
L

según potencias de

	

	 1 se puede obtener l o en forma de serie
i

según las potencias de t (Regla 1 .a ) . Pero para valores grande s
de t la serie no es útil y conviene utilizar el desarrollo de

1

R
1, - 1

L

	 1	 =	 1U)̀ 1+	
)` - 1 /2

	

V k 1— 1 X + 1

	

iX 2j	
Z(X)

	

co

	

T

	

c"

	

2 T

	

8 T

Por lo tanto, por la 3 .a regla

1

	

d

	

1

	

d2

	

1colo

	

1 —

	

. .

	

2 T dt

	

8 dt2

	

V/ T a

según potencias crecientes de X .
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lo que equivale a un desarrollo asintótico de la función

e 27 J

	

i t
0

(u

	

2 T

siendo Jo la función de Bessel de orden cero .
4) Cable de longitud finita . Valor de I para un punto cual -

quiera x.—Las ecuaciones diferenciales que resuelven el sistem a
son las mismas del caso anterior, con la diferencia del términ o
A E correspondiente a la corriente por defecto de aislamiento ( 4') .

Las condiciones en los límites resultarán de que para x = X ,
término de la línea, la diferencia de potencial Ea es igual, verbigra-
cia, al producto de la corriente 1,. por una resistencia intercalada
o receptora Rx. Y en el otro extremo la diferencia de potencial
E o será la f. e. m. E de la dinamo menos la corriente lo que la
atraviesa multiplicada por su impedancia. Determinadas así Cl
y C2, quedará expresado 4 en función de E y de la admitancia
total . Si E se supone ser E (1), la admitancia función de X. des-
arrollada en serie o descompuesta en funciones simples darí a
lugar a la formación de A (t) por los métodos conocidos. En e l
desarrollo en serie se echa de ver cómo las ondas reflejadas co-
rrespondientes a las distintas reflexiones constituyen los . diversos

términos. La velocidad del frente de esta onda es siempre
l/L C

y la velocidad de fase varía con la frecuencia (" ") . Si se cumple la

relación fundamental de Heaviside	 R —	 `4= 0, las ondas s e
L C

propagan en una línea indefinida sin distorsión, o sea conservand o
el impulso en cada punto la forma del impulso en el extremo libre ,

(*) Véase Poincaré, "L'Eclairage electrique " , 1914.
(**) La velocidad de fase en líneas indefinidas depende de la frecuencia

alterna en el origen, así como de los factores de distorsión v = 	 1

2 (
R L

	

C

2(L + C1

1

y amortiguamiento R =
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pero son amortiguadas con un decremento por unidad de longitu d
igual a

1 R

	

A

	

C .
2 L

	

C
	 )1/ L

5) Líneas interurbanas con autoinducción escalonada, líneas
artificiales, filtros, etc.—Las ecuaciones de Kirchhoff para l a
malla n conducen a

(Z1 +2Z2)In—Z2(In—i+In+1) = 0

ecuación en diferencias finitas, lineal, con coeficientes constantes
cuya solución es

In == C 1 e—n?y + C 2 e
n?, '

viniendo dado Á 1 por la ecuación

	

cosh ~1 = Zi+2 Z2

	

-+ 2 p .
2 Z2

El valor de p depende de Á . Suponiendo que en la primera malla

z

	

z,

Fig . 5

la diferencia de potencial en las bornas es E (1) y que no hay onda
reflejada (C2 = O), se deduce, puesto que l o = Cl , 4 = Cl e—X 1

Z2)
2

	

2
o sea

In =	 E( 1 )	 e—n x ,

1
Z1+ Z2( 1—e—x' )

2
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se tiene así formulado el problema, pues

Z (X) =e nx ' --2—Zi + Z2 (1 —e )

Si suponemos un cable artificial ,

Z 1 =R,

	

=? C
2

Si una cadena de autoinducciones y capacidades ,

Z1 =L, Z2 =

Si una escala de condensadores con autoinducciones derivadas,

1
C

Z 2 =X L

Si una línea artificial sin distorsión ,

Z1 - L (X + ?L0), Z 2 1 = C ( ti + X 1), ~0 =

El cálculo de Heaviside permite operar directamente con las
series que constituyen los desarrollos de las funciones de Besse l
que intervienen en estos problemas, o con sus desarrollos asintó-
ticos, reduciendo considerablemente el cálculo y convirtiendo e n
práctico y manejable lo que parece de mayor dificultad o de un a
técnica que requiere el dominio de las propiedades de las fun-
ciones de Bessel .

Los fenómenos que pueden seguirse numéricamente son mu y
interesantes . Así, en la cadena sin pérdidas no hay propiamente
una propagación por onda. La corriente, de todos modos, tras un
período inicial, tanto mayor cuanto más elevado es el ordinal d e
la malla, se eleva bruscamente y oscila alrededor del valor asin-
tótico con ondulación cuya frecuencia aumenta con el tiempo y
con amplitud amortiguada, siendo el aumento de frecuencia y el

	R A
L

	

C
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amortiguamiento tanto más lentos cuanto más se avance en el or-
dinal de la malla .

En líneas artificiales de este tipo pueden preverse y ensayars e
multitud de casos de interés práctico extraordinario. El número
de los casos sujetos a examen en los laboratorios es hoy día nu-
merosísimo .

Para terminar este capítulo, observaremos que los cálculos d e
resonancias y amortiguamientos de ondas periódicas se obtienen
fácilmente para E (t) periódico. La parte homogénea de las ecua-
ciones, prescindiendo de las fuerzas exteriores y valores de las
constantes en los límites, al dar a conocer las vibraciones propia s
y amortiguamientos, señala los límites de frecuencias en que in-
tervienen con valores prácticamente despreciables, pudiendo de -
terminarse de este modo las autoinducciones o constantes de línea s
telefónicas y cables, y las características de cadenas de filtros
que cumplen determinadas condiciones impuestas a priori. Una
vez conocidas, el método de Heaviside permitirá el cálculo del ré-
gimen transitorio al empezar o terminar la modulación .

Los métodos de Heaviside son de mucha utilidad para el exa-
men de movimientos iniciales o régimen transitorio, no sólo e n
los fenómenos de electricidad o transmisión de energía y señales ,
sino también en las vibraciones mecánicas, problemas de la teorí a
del calor, de la difusión, sismografía, radioactividad, radiotecnia ,
dispersión, etc. (*) . Los periódicos profesionales de Telegrafía y

(*) La transformación de Laplace es muy usada en el estudio de l a
aproximación de funciones de números grandes, y, por lo tanto, en el cálcul o
de probabilidades, correlación y estadística . Su bibliografía es muy nume-
rosa en estas aplicaciones . Véase, por ejemplo, Levy, "Calcul des probabi-
lités". París, 1925 . Darmois, "Statistique mathematique", 1928. Dadas las apli-
caciones del estudio de un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, no es ex-
traño que se hallen en multitud de autores fórmulas operativas semejante s
a las de Heaviside, especialmente entre autores ingleses, v. g., Routh y
Rayleigh. Las primeras publicaciones de Routh referentes a sistemas mecá-
nicos son de 1883 ; las de Heaviside, en que se habla de métodos operativos,
son de 1885 ("Electrical Papers", vol. I) . Los métodos de Heaviside se apli-
can a casos de condiciones iniciales estáticas. Para el análisis, en el cas o
más general de condiciones iniciales, y para el estudio de condiciones inicia -
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Telefonía dedican a estos métodos espacio preferente, y los in-
genieros de las Compañías telefónicas publican trabajos y memo-
rias, contribuyendo a la popularización de los métodos del solitari o
de Torquay, métodos por él más adivinados que establecidos, má s
intuídos que demostrados y cuya fundación estable se halla re-
lacionada con la representación de funciones por integrales defi-
nidas, que es uno de los capítulos más interesantes del análisi s
matemático . Y se da el caso de que un proceso de cálculo, obte-
nido probablemente por empírica analogía, parece tener sus raíce s
en la integral de Cauchy que es un concepto de matemática pura ,
y traduce en ciertos casos y de singular manera una interpreta-
ción física de nociones abstractas, como la sumación de serie s
divergentes, que hasta hace pocos años era tenida por coto e n
cuyo contorno espinoso aparecía el rótulo "vedado de caza" .

les y limites en un sistema definido por sus coordenadas normales, véas e
el trabajo ya citado de Bromwich : Normal coordinantes in Dynamical Sys-
tems Procedings of the London, "Mathematical Society " , vol . XV, año 1916,
páginas 401 a 448, leído en marzo de 1914 .
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